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Аннотация
В работе приводится обзор результатов о строении полупростых конеч-
номерных алгебры Хопфа с изоморфными неприводимыми неодномерны-
ми представлениями одной размерности. Кроме того, приведены новые
результаты о групповых элементах построенных алгебр Хопфа и о строе-
нии дуальной алгебры Хопфа.
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V. A. Artamonov (Moscow)
Abstract
There is given a survey of results on a structure of semisimple ﬁnite dimen-
sional Hopf algebras with isomorphic irreducible non-one-dimensional repre-
sentations. There is found an explicit form of group-like elements in these Hopf
algebras and a structure of the dual a Hopf algebra.
Keywords:
1. Введение
В работе в разделах 1 — 4 приводится обзор по проблеме классификации
полупростых конечномерных алгебр Хопфа H над алгебраически замкнутым
полем k. Предполагается, что основного поля k либюо нулевая, либо больше
размерности H .
Рассматривается задача описания таких полупростых конечномерных k-ал-
гебр Хопфа H , у которых в каждой размерности, большей 1, существует не
более одного неприводимого H-модуля.
Эти исследования мотивированы следующим результатом из теории групп.
Теорема 1 (Беркович, Chillag, Herzog). Пусть G неабелева группа, при-
чем для любого n > 1 имеется не более одного неприводимого комплексного
представления размерности n. Тогда G — одна из следующих групп:
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a) Экстра-специальная 2-группа порядка 22m+1, у которой в точности одно
неприводимое неодномерное представление размерности 2m.
b) G – 2-транзитивная фробениусова группа порядка qf(qf−1), где q — простое
число, и ядро Фробениуса совпадает с G′. Группа G имеет qf−1 одномерных
представлений и одно представление размерности qf − 1.
c) G является 2-транзитивная фробениусовой группой порядка 72 с фробени-
совым ядром F , и G/F — группа кватернионов порядка 8. Группа G имеет
4 одномерных представлений и два неприводимых представлений размерно-
сти 2 и 8.
Напомним, что компактные группы SU(2,C), SO(3,R) имеют в каждой раз-
мерности не более одного неприводимого представления.
В последних разделах дается описание групповых элементов в построен-
ной в теореме 13 новой серии алгебры Хопфа H . Каждый групповой элемент
соответствует одномерному представлению дуальной алгебры Хопфа H∗. В за-
ключительном разделе описывается центр H∗. Размерность центра равна числу
неприодимых представлений H∗. Все это позволяет предположить, что дуаль-
ные алгебры H∗ дают новую серию полупростых алгебр Хопфа.
2. Свойства модулей
Для конечномерной полупростой алгебры Хопфа H одномерные слагаемые
в полупростом разложении соответствуют гомоморфизмам k-алгебр H → k.
Эти гоморфизмы являются групповыми элементами дуальной алгебры Хопфа
H∗. Всюду в работе через G обозначается группа групповых элементову в H∗.
Таким образом, прямая сумма одномерных слагаемых у алгебры H как алгебра
совпадает с дуальной алгеброй kG)∗.
Обозначим через M1, . . . ,Mn неприводимые H-модули размерностей 1 <
d1 < · · · < dn. В работе [2] показано, что каждый модуль Mi имеет такую
невырожденную (косо-)симметричную билинейную форму 〈x, y〉i, что 〈hx, y〉i =
〈x, S(h)y〉i для всех x, y ∈Mi и всех h ∈ H . При этом |G| 6 d21.
Каждая матричная компонента Mat(di, k) из полупростого разложения H
инвариантна относительно антипода S. Пусть Ui – матрица Грама билинейной
формы 〈x, y〉i в некотором базисе модуля Mi.
Предложение 1. S(x) = Ui txU
−1
i для всех x ∈ Mat(di, k).
Предложение 2. Для любого i имеется такое точное проективное пред-
ставление Φi группы G в Mi, что
g ⇀ h = Φi(g)hΦi(g)
−1, h ↼ g = S (Φi(g))hS (Φi(g))
−1
для любого h ∈ Mat(di, k) и tr Φi(g) = diδg1.
Групповой коммутатор [Φi(g), S (Φi(f))] = 1 в PGL(Mi) для любых f, g ∈ G.
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Отождествим Mi ⊗Mi с алгеброй Mat(di, k), используя билинейную форму
〈x, y〉i. Если a, b, c ∈ Mi, то a ⊗ b является таким линейным оператором на Mi,
что
(a⊗ b)c = a〈b, c〉i ∈Mi.
Предложение 3. При этом отождествлении образ одномерного подмо-
дуля в Mi ⊗ Mi, соответствующего элементу g ∈ G, совпадает с линейной
оболочкой матрицы Φi(g).
Алгебра Хопфа H почти кокоммутативна, если существует такой обрати-
мый элемент R ∈ H ⊗H , что
t∆(x) = R∆(x)R−1
для всех x ∈ H . Если H почти кокоммутативно и M,N — произвольные H-
модули, то имеется изоморфизм H-модулей M ⊗N ≃ N ⊗M .
Теорема 2. Если алгебра Хопфа H почти кокоммутативная, то группа
G абелева. Если n = 1, то верно и обратное.
Теорема 3 ([2]). Пусть матричная компонента Mat(di, k) является иде-
алом Хопфа в H. Тогда i = n.
Теорема 4. Пусть C— ненулевой левый идеал в H, являющийся левым
коидеалом. Тогда C = H.
3. Коумножение и антипод
Рассмотрим элемент
Rq = 1
dq
dq∑
i,j=1
E
(q)
ij ⊗E(q)ji ∈ Mat(dq, k)⊗2,
где E(q)∗∗ — матричные единицы. Можно проверить, что Rq — единственный с
точностью до множителя такой элемент из Mat(dq, k)⊗2, что
(A⊗B)Rq = Rq(B ⊗A)
для всех A,B ∈ Mat(dq, k).
Следующая теорема используется для классификационной теоремы 8. Впро-
чем, она имеет и самостоятельное значение.
Теорема 5 ([4, 5]). Пусть G — конечная группа, порядок которой взаимно
прост с char k. Проективное представление Ω : G→ PGL(d, k) с условием
Ω(g−1) = Ω(g)−1, Ω(E) = E,
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неприводимо в том и только в том случае, если
Rd = 1|G|
∑
g∈G
Ω(g−1)⊗ Ω(g).
Справедливо следующее описание структуры коумножения и антипода в ал-
гебре Хопфа H .
Теорема 6 ([2]). Пусть g ∈ G и x ∈ Mat(dr, k). Положим ∆q = (1⊗S)Rq.
Тогда ε(eg) = δ1,g, ε(x) = 0 и
∆(eg) =
∑
f∈G
ef ⊗ ef−1g +
∑
t=1,...,n
(1⊗ (g ⇀ ))∆t,
∆(x) =
∑
g∈G
[(g ⇀ x)⊗ eg + eg ⊗ (x ↼ g)] +
n∑
i,j=1
∆rij(x),
где ∆rij(x) ∈ Mat(di, k)⊗Mat(dj, k).
4. Случай одного неодномерного неприводимого
представления
Приведем обзор результатов, описывающих строение H в случае одного
неодномерного неприводимого представления. В этом случае d1 делит поря-
док G делится на d1 и делит d21, [8, 9]. В работе [6] показано, что если порядок
G имеет максимально возможное значение d21, то группа G абелева. Из работы
[10] и предложения 2 вытекает, что G = A×A для некоторой абелевой группы
A.
Если d1 = 2, то имеется 4 класса алгебр Хопфа — групповая алгебра абе-
левой группы порядка 8, групповая алгебра группы диэдра D4 или группы
кватернионов Q8, а также алгебра Хопфа Г.Каца H порождаемая элементами
x, y, z с определяющими соотношениями
x2 = y2 = 1, xy = yx, zx = yz, zy = xz,
z2 =
1
2
(1 + x+ y − xy),
ε(z) = 1, S(z) = z−1,
∆(z) =
1
2
((1 + y)⊗ 1 + (1− y)⊗ x) (z ⊗ z),
где x, y — групповые элементы.
В работе [7] рассматривается полупростая алгебры Хопфа H размерности
2p2, где p — простое нечетное натуральное число. Тогда либо H имеет одно
неприводимое представление размерности d1 = p, причем |G| = p2, либо H
дуальная алгебра Хопфа к первому случаю и H имеет 2p одномерных пред-
ставлений и p(p−1)
2
представление размерности 2.
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Теорема 7 ([1, 5, 4]). Пусть H имеет одно неодномерное неприводимое
представление и G = G(H∗).
Следующие условия эквивалентны:
1. Порядок G равен d21.
2. ∆111 = 0 в теореме 6.
3. Φ1 является неприводимым проективным представлением группы G в
M1.
При выполнении условий последней теоремы
H = (kG)∗ ⊕Mat(d1, k) (1)
и ε(x) = 0, где x ∈ Mat(d1, k). Кроме того, если {eg | g ∈ G} — дуальный базис
к базису {g | g ∈ G}, то ε(eg = δg1), и
∆(eg) =
∑
f∈G
ef ⊗ ef−1g + 1
d1
d1∑
i,j=1
Eij ⊗
(
g−1 ⇀ S (Eji)
)
,
∆(x) =
∑
g∈G
[(
Φ1(g)xΦ1(g)
−1)⊗ eg
+eg ⊗
(
S (Φi(g))xS
(
Φi(g)
−1))] .
Теорема 8 ([1, 5, 4, 3]). Пусть G — абелева группа порядка d2 с прямым
разложением G ≃ A× A для некоторой абелевой группы A порядка d. Группа
G имеет неприводимое проективное представление Φ размерности d.
Тогда существует такая (косо-)сумметричная матрица U ∈ GL(d, k) что
[Φ(g), S (Φ(f))] = 1 в PGL(d, k) для всех f, g ∈ G. Здесь S(x) = U txU−1 для
любого x ∈ Mat(d, k). Тогда алгебра H с разложением (1) обладает структурой
алгебры Хопфа, указанной в теореме 6. При этом G ≃ G(H∗) .
Теорема 9 ([11]). Если d1 нечетное простое число, то группа групповых
элементов G(H) в H из теоремы 8 является циклической группой порядка
2d1.
Теорема 10 ([4]). Пусть n = 1, d1 > 2 и H из теоремы 8. Тогда алгбра
Хопфа H∗ не изоморфна ни одной алгебре Хопфа из теоремы 8.
В работах С.Ю. Спиридоновой [18, 19] рассмотрен случай, когда H — полу-
простая алгебра Хопфа с одним неприводимым неодномерным представлением,
G — циклическая группа минимально возможного порядка d1, равного размер-
ности единственного неодномерного неприводимого модуля. Кроме того, пред-
полагается, что
∆111(E) ∈ Mat(d1, k)⊗2
симметрично относительно перестановки матричных множителей.
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Теорема 11 ([18, 19]). При выполнении этих условия алгебра Хопфа H
существует в том и только в том случае, если d1 = p
f − 1 для некоторого
простого числа p. При этом матрица Грама U мономиальна. Найден явный
вид гомоморфизма ∆111.
В полученных алгебрах Хопфах описаны идеалы Хопфа.
5. Случай произвольного n
Рассмотрим случай произвольного числа n неприводимых неодномерных
представлений. Предположим, что группа G абелева. В произвольной матрич-
ной компоненте Mat(di, k) для любых k-характеров µ, λ группы G через C iµ,λ
обозначим множество всех таких x ∈ Mat(di, k), что для любого g ∈ G выпол-
нены равенства
g ⇀ x = λgx, x ↼ g = µgx.
Теорема 12 ([2]). В алгебре матриц Mat(di, k) имеется G∗ × G∗-гра-
дуировка
Mat(di, k) = ⊕µ,λ∈G∗C iµ,λ, C iµ,λ · C iα,β ⊆ C iµα,λβ.
Кроме того, S
(
C iµ,λ
) ⊆ C iλ−1,µ−1 и
∆ijt
(
C iµ,λ
) ⊆ ⊕ξ∈G∗ (Cjµ,ξ ⊗ Ctξ,λ) ⊆ Mat(dj, k)⊗Mat(dt, k).
Пусть Φi — проективное представление группы G в модуле Mi. При этом
Φi(f)Φi(g) = λg(f)Φi(g)Φi(f), λg ∈ G∗.
Предложение 4 ([2]). Φi(g) ∈ C iµg,λg для некоторого µg.
Положим Ψ(g, f) = Φi(f)S (Φi(g)). Тогда Ψi задает представление группы
G×G в Mi.
Теорема 13 ([2]). Если представление Ψi точно и неприводимо, то мат-
рица Грама Ui диагонализуема. Кроме того, di = |G| и каждое пространство
C iµ,λ одномерно.
В условиях предыдущего предложения в каждом C iµ,λ выберем нелуевой эле-
мент (µ, λ) таким образом, что S(µ, λ) = (λ−1, µ−1). Можно считать, что умно-
жение имеет вид
(α, β) · (µ, λ) = σα,µσ−1β,λ(αµ, βλ)
для некоторого 2-коцикла σ : G∗ ×G∗ → k∗.
В этом случае коумножение имеет вид
∆iii(α, β) =
∑
ξ∈G∗
κα,ξ,β(α, ξ)⊗ (ξ, β), κα,ξ,β ∈ k,
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а действия
g ⇀ (α, β) = 〈g, β〉(α, β), (α, β)↼ g = 〈g, α〉(α, β).
Найдены необходимые и достаточные условия на коэффициенты κα,ξ,β, если
снова имеется только одно неприводимое представление Ψ1. Они имеют вид
κα,ξ,β = κβ−1,ξ−1,α−1;
καγ,ξ,βν =
∑
τη=ξ
κα,τ,βκγ,η,ν ;∑
ξ∈G∗
κα,ξ,β = 0;
κε,ξ,ε = δξ,ε − 1|G| ;
κγ,ρ,νκρ,σ,ν − κγ,ρ,σκγ,σ,ν = 1|G| (δγ,σ − δρ,ν) .
(2)
В [2] показано, что случай двух неодномерных представлений M1,M2 алгеб-
ры H невозможен, если на M1 имеется неприводимое представление Φ1 группы
G, а на M2 — неприводимое представление Ψ2 группы G×G.
6. Групповые элементы
Опишем групповые элементы в алгебре Хопфа из теоремы 13.
По [1, формула (17)], [2, формулы (12), (13)] умножение и коумножение в H
имеет вид:
∆(eg) =
∑
f,h∈G
ef ⊗ eh +
α−1g
|G|2
∑
α,β∈G∗
Rαβ ⊗Rβα,
∆(Rαβ) =
∑
g∈G
(βgRαβ ⊗ eg + αgeg ⊗ Rαβ) +
∑
ξ∈G∗
κα,ξ,βRαξ ⊗Rξβ;
egef = δf,geg, Rαβeg = egRαβ = 0, RαβRτξ = µα,τ,β,ξRατ,βξ.
(3)
Рассмотрим групповые элементы x в H из [1]. Пусть
x =
∑
g∈G
χgeg +
∑
λ,µ∈G∗
aλµRλµ.
По [1] и [2, Лемма 3.1]
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∆(x) =
∑
g∈G
χg
( ∑
f,h∈G, fh=g
ef ⊗ eh +
α−1g
|G|2
∑
α,β∈G∗
Rαβ ⊗ Rβα
)
+∑
λµ,ξ∈G∗
aλµκλ,ξ,µRλξ ⊗ Rξµ+∑
g∈G
aλµλgeg ⊗Rλµ +
∑
g∈G
aλµµgRλµ ⊗ eg.
С другой стороны,
x⊗ x =
∑
f,h∈G
χfχgef ⊗ eh +
∑
g,λ,µ
χgaλµeg ⊗ Rλµ+∑
g,λ,µ
χgaλµRλµ ⊗ eg +
∑
λ,µ,λ′,µ′
aλµaλ′µ′Rλµ ⊗Rλ′µ′ .
Приравнивая коэффициент при ef ⊗ eh получаем, что χfχh = χfh, т.е. χ ∈ G∗.
Из равенства ∆(x) = x ⊗ x вытекает, что существует такая пара λ, µ ∈ G∗,
что aλµ 6= 0.
Приравнивая коэффициент при eg ⊗ Rλµ получаем aλµλg = χgaλµ. Посколь-
ку aλµ 6= 0, то λ = χ. Аналогично, приравнивая коэффициент при Rλµ ⊗ eg
получаем, что µ = χ.
Итак,
x =
∑
g∈G
χgeg + aχRχχ.
и потому∑
g∈G
∑
α,β∈G∗
χgα
−1
g
|G|2 Rαβ ⊗Rβα +
∑
ξ∈G∗
aχκχ,ξ,χRχξ ⊗Rξχ = a2χRχχ ⊗Rχχ.
Заметим, что χ, α−1, χα−1 ∈ G∗. Поэтому
∑
g∈G
χgα
−1
g =
{
0, α 6= χ;
|G|, α = χ.
Следовательно, последнее равенство имеет вид
1
|G|
∑
β∈G∗
Rχβ ⊗ Rβχ +
∑
ξ∈G∗
aχκχ,ξ,χRχξ ⊗Rξχ = a2χRχχ ⊗Rχχ.
Таким образом, это равенство возможно только при условии
1
|G| + aχκχ,β,χ =
{
0, β 6= χ;
a2χ, β = χ.
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Суммируя эти равенства при всех β в силу [1, формула (23)], получаем a2χ = 1,
откуда aχ = ±1 и
κχ,β,χ = aχ
(
δβ,χ − 1|G|
)
(4)
Итак,
x =
∑
g∈G
χgeg + aχRχχ, aχ = ±1, (5)
причем выполнено (4)
Теорема 14. Группа G(H) состоит из элементов (5), причем выполнено
(4), При этом χ : G→ k — гомоморфизм групп.
7. Дуальная алгебра
Дуальная алгебра H∗ для H является прямой суммой групповой алгеброй
kG и дуального подпространства Mat(d, k)∗.
На пространстве матриц Mat(d, k) имеется билинейная форма
〈A,B〉 = tr (AS(B)) , (6)
где S — антипод.
Предложение 5. Выполнены равенства
tr (Rαβ) =
{
6= 0, α = β;
0, в противном случае.
Доказательство. Для g ∈ G по [1], [2] имеем
g ⇀ Rαβ = βgRαβ = AgRαβA
−1
g .
Поэтому если β 6= ε, то найдется такое g ∈ G, что βg 6= 1. Следовательно,
tr (Rαβ) = βg tr (Rαβ) и потому tr (Rαβ) = 0.
Аналогично рассматривается случай α 6= ε. ✷
Предложение 6. Форма (6) симметрична и невырождена.
Доказательство. По [2] для любой матрицы B имеем
S(B) = U tBU−1.
Поэтому tr(S(B)) = trB. Таким образом, учитывая, что S2 = 1 получаем
〈A,B〉 = tr (AS(B)) = tr (S (AS(B)))
= tr
(
S2(B)S(A)
)
= tr (BS(A)) = 〈B,A〉.
Невырожденность очевидна. ✷
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Предложение 7. Если (α, β) 6= (λ, γ), то 〈Rαβ, Rγλ〉 = 0.
Доказательство. Напомним, что по [1, формула (17)] имеем
RαβRγλ = µα,γ,β,λ,
где µα,γ,β,λ ∈ k. Таким образом, по [1, теоремы 2.4, 2.7] получаем
〈Rαβ, Rγλ〉 = tr (RαβS (Rγλ))
= tr (RαβRλ−1γ−1) = µα,λ−1,β,γ−1 tr (Rαλ−1,βγ−1) = 0,
по предложению 5, если либо α 6= λ, либо β 6= γ. ✷
Без ограничения общности можно ввести нормировку
〈Rαβ, Rβα〉 = 1. (7)
Используя билинейную форму (6) отождествим пространство матриц со своим
дуальным пространством.
Найдем вид произведения ∗ и коумножения ∆∗ в H∗.
Пусть
Rαβ ∗Rγη =
∑
τ,σ
ωτσα,γ,β,ηRτσ +
∑
g
ρgg.
По (3), (7) и предложению 7 получаем
〈Rαβ ∗Rγη, Rστ 〉 = ωτσα,γ,β,η =
∑
ξ
κσ,ξ,τ 〈Rαβ , Rσξ〉〈Rγη, Rξτ 〉
= κβ,α,γδβ,σδγ,τδη,α
Далее по (3)
〈Rαβ ∗Rγη, eg〉 = ρg = 1|G|
∑
σ,τ∈G∗
σ−1g 〈Rαβ , Rστ 〉〈Rγη, Rτσ〉
=
1
|G|
∑
σ,τ∈G∗
σ−1g δα,τδβ,σδγ,σδη,τ =
1
|G|β
−1
g δα,ηδβ,γ.
Итак,
Rαβ ∗Rγη = κβ,α,γδη,αRγβ + 1|G|
∑
g∈G
β−1g δα,ηδβ,γg (8)
Итак, (8) принимает вид
Rαβ ∗Rγη =

0, η 6= α;
κβ,α,γRγβ , η = α, β 6= γ;
κβ,α,βRββ +
1
|G|
∑
g∈G β
−1
g g, η = α, β = γ.
(9)
ПОЛУПРОСТЫЕ АЛГЕБРЫ ХОПФА 29
Аналогичные соображения показывают, что
Rαβ ∗ g = βgRβα = Rβα ↼ g,
g ∗Rαβ = αgRβα = g ⇀ Rβα, g ∗ f = gf.
Вычислим теперь ∆∗(g),∆∗(Rαβ).
Имеем
∆∗(g) (ef ⊗ eh) = 〈g, efeh〉 = δg,fδf,h,
∆∗(g) (ef ⊗ Rαβ) = ∆∗(g) (Rαβ ⊗ ef) = 0,
∆∗(g) (Rαβ ⊗Rγη) = 〈g, RαβRγη〉 = µα,γ,β,η〈g, Rαγ,βη〉 = 0.
Таким образом,
∆∗(g) = g ⊗ g (10)
Далее
∆∗ (Rαβ) (ef ⊗ eh) = 〈Rαβ , efeh〉 = 0;
∆∗ (Rαβ) (Rτη ⊗ eh) = 〈Rαβ, Rτηeh〉 = 0;
∆∗ (Rαβ) (eh ⊗Rτη) = 〈Rαβ, ehRτη〉 = 0;
∆∗ (Rαβ) (Rτη ⊗ Rλξ) = µτ,λ,η,ξ〈Rαβ , Rτλ,ηξ〉 = µτ,λ,η,ξδα,ηξδβ,τλ
Отсюда
∆∗ (Rαβ) =
∑
τλ=β, ηξ=α
µτ,λ,η,ξRτη ⊗Rλξ (11)
8. Центр H∗
Пусть элемент
z =
∑
g∈G
αgg +
∑
γ,λ∈G∗
ωγ,λRγλ
лежит в центре H∗. Тогда
z ∗ f = f ∗ z, z ∗Rτη = Rτη ∗ z
для всех f ∈ G и всех τ, η ∈ G∗.
Как отмечено в предыдущем разделе
z ∗ f =
∑
g∈G
αg(fg) +
∑
γ,λ∈G∗
ωγ,λλfRλγ =
f ∗ z =
∑
g∈G
αg(fg) +
∑
γ,λ∈G∗
ωγ,λγfRλγ .
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Отсюда следует, что ωγλ 6= 0, то γ = λ, и
z =
∑
g∈G
αgg +
∑
λ∈G∗
ωλRλλ
Далее при τ 6= η
z ∗Rτη =
∑
g
αgτgRητ +
∑
λ
ωλRλλ ∗Rτη =∑
g
αgτgRητ + ωηκη,η,τRτη =
Rτη ∗ z =
∑
g
αgηgRητ +
∑
λ
ωλRτη ∗Rλλ =∑
g
αgηgRητ + ωτκη,τ,τRτη.
Таким образом, при любых τ 6= η∑
g αgτg =
∑
g αgηg (12)
ωηκη,η,τ = ωτκη,τ,τ . (13)
Наконец
z ∗Rττ =
∑
g
αgτgRττ +
∑
λ
ωλRλλ ∗Rττ =∑
g
αgτgRττ + ωτκτ,τ,τRττ +
ωτ
|G|
∑
g
τ−1g g =
Rττ ∗ z =
∑
g
αgτgRττ +
∑
λ
ωλRττ ∗Rλλ =∑
g
αgτgRττ + ωτκτ,τ,τRττ +
ωτ
|G|
∑
g
τ−1g g,
что всегда выполнено.
Таким образом, центр H∗ задается системой линейных уравнений вида (12)
с неизвестными коэффициентами αg, g ∈ G, и ωλ, λ ∈ G∗. Число уравнений
равно |G|(|G|−1)
2
и равно числу разных пар несовпадающих элементов η, τ .
Отметим, что размерность центра H∗ равна числу неприводимых представ-
лений дуальной алгебры Хопфа H∗.
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